TD 26 : Développements limités Indications

Calculs de DL

#¥: Déterminer les développements limités sui-

vants :
(@) DLs(0) de shx (m) DL (0) del%
(b) DL, (0) de chx XX
(n) DL3(0) de thx
(© DL5 (0) de 0) de FEO8*
V1+x+ (0) DL4(0) de sinx
1+x (p) DLy(0) de arctanx
(d) DL4(0) de sinx P tanx
X (@) DLs(0) de arctanx
(e) DI,(0)de ¢ 21 +2x (r) DLs(0) de arccosx
x
(f) DL3(0) de (s) DLs(0) d / & di
cos(x)In(1+x)
(g DLs(0) de (1 — ) DLs(0) de 2+x
ch(x))sinx (w) DL3(0) de e™
(h) DL3(0) de ¢*arctanx ~ (V) D 15(0) de
(i) DL3(0) de eV n <1+ : Hx)
() DLg(0) de e* (w) DLy(0) de sh(x—*)
(k) DL4(0) de In(cosx) (x) DL>(0) de (1+x)=
() DLs(0) de (y) DL4(0) de cos(x)*"
1+x21In(1+x%) (z) DLs(0) de cos’ x

*t: (DL ailleurs qu'en 0) En posant h = x — 4,

déterminer les DL3(4) de ¢*, Inx et x* avec o € R.

Inx
De maniére similaire, déterminer le DL3(1) de —- et le
X
DL3(7/4) de tanx.
Se ramener a chaque fois a un DL usuel en 0, quitte a
faire des réécritures ou a poser X égal a une expression
qui dépend de hA.

% Soit & € R. Déterminer, en fonction de ¢,

I'ordre maximal n pour lequel x* admet un DL, (0).

1
(4 )#xtr Montrer que ;-3 FRE admet un DL, (0). En
est-il de méme pour un DL3 (0)

Si on pose f(x) = , on peut facilement calculer

T+’
lesDLenOde f|g, et f|r_.

99 Lk
(5 ) «#x Déterminer le DLigo(0) de In (Z k')

Utiliser le DL (0) de ¢*.

Applications des DL

((6 ) Soit f la fonction définie sur R\ {1} par

Cxvx2 41

f)=——"—

1) Donner un équivalent simple de f en 0. En déduire
le signe de f au voisinage de 0 et la pente de sa
tangente.

2) Donner un équivalent simple de f en 1.

3) Montrer que la courbe représentative de f admet
une asymptote oblique et préciser leurs positions
relatives.

#% Alaide d'un DL et/ou d’'un équivalent, dé-
terminer les limites suivantes :

X+ sinx VI x—IT+x
1) lim 5) lim
x=0 xlnx 0 In(1+x)
14x) 6) lim "
X\ * im
2) lim< ) x—>1x2—1
=0\ 1—x

7) 1iI{1 In(x)In(1 —x)
x—1-
3) limx? <ex —e%)

x—0 8) lim <\/x2—x+2—x>
X—r+4oo
e e ¥ X Inx
4) 1i im (— )"
) x50 (shx smx) 9 x1—1>1-1|-l°° <lnx>

#*#* Soitn € N. Calculer le DL, (0) de la fonction

iemes

Prendre des valeurs simples de a pour trouver le 7 cor-  areginus. En déduire les valeurs des dérivées n en0
respondant. Le DL, (0) sera par ailleurs assez simple... (e Ia fonction arcsin.

Utiliser Taylor-Young
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@ ##% Soit f la fonction définie par :

wre] = L0[UJ0. o] )= s =

1) Déterminer le D1;(0) de f.

2) En déduire que f peut étre prolongée par conti-
nuité en 0. On notera encore ce prolongement f.

3) Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur
de f/(0).

4) Déterminer la position relative de f par rapport a
sa tangente en 0.

1 1
Ni ————, ni — n'admettent des DL en 0. Il faut donc
In(14+x)  x
faire une réécriture pour pouvoir calculer le DL de

##% Donner la tangente et la position par rap-
port a la tangente aux points xo des fonctions suivantes.
Est-ce qu’il y a un extremum local en x( ?

1

x —_—
1) 1+ex+4_1 enxyg=0
2+ x+2x2
2) W enxo:O
3) Inx x en |
—_— = X0 =
x—1"2 2 0

4) x+2x—V3+x

enxg=1

ke (Oral polytechnique) Soit p > 2 un entier.

1p/nop/n . 4 opp/n\"
Déterminer lim + ot .
n——4-oo p

Passer a la forme exponentielle. Remarquer que pour
connaitre la limite de €', il suffit de connaitre la limite
de uy,. Pour cela, chercher un équivalent de u,...

—— DA, asymptotes obliques, cadre implicite

##% Donner une asymptote en +oo et la position
par rapport a 'asymptote des fonctions suivantes :

F(@) = Va2 +x)er

gl)= (P +x?+x+1)3

h(x) =In(e* —1)

#*x% Soitn > 1et f: R — Rlafonction définie

elnthx _q . 0
par: fx)={ e—1 S*7
n+1 sinon

1) Calculerle DL3(0) de f.

2) En déduire la valeur de Z .
k=1

Pour la question 2), réécrire f(x) différemment en utili-
sant le fait que ¢ = (¢°)"+!

#*% Déterminer un développement asympto-
tique en +oo des expressions suivantes a la précision
indiquée :

1) Valn(n+1) alaprécisionn>/?

2) \/x++/x alaprécision 1/x

*# Déterminer un développement asympto-
tique en 0 des expressions suivantes a la précision indi-
quée :

1) x* alaprécision (xInx)2.

2) In(sinx) ala précision x*.
##+4 (DL d’une fonction réciproque) Pour tout

2

x € R, on pose f(x) =xe* .

1) Montrer que f réalise une bijection de R sur R et

que sa réciproque est de classe €.

2) Justifier que f~! admet un DLs(0) et que ce DL
peut s’écrire

) =ay+by’ +ey’ + o ()
y—0

3) En déduire une expression du DLs(0) de /! (f(x))
en fonction de a, b, c. Conclure.

#dr (DA d’'une suite implicite) Pour toutn € N,
on considere I'équation x + Inx = n d’'inconnue x € R,

1) Montrer que pour tout n € N, il existe une unique
solution qu’on notera u,. On dispose donc d’'une
relation “fondamentale” :

u, =n—Inu,
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2)

3)
4)
5)

6)

7)

1y
2)
3)

4)

5)

6)
7)

Montrer que (un) est croissante, puis montrer que
U, — +oo.

Montrer que Inu, = o(u,). En déduire que u, ~ n.
Justifier que u, = n+ o(n).

En déduire que u, = n—Inn+o(Inn). Utiliser la
relation fondamentale.

L Inn Inn
En déduire que u, = n—Inn+ — +o| — ).
n n
Utiliser la relation fondamentale.

En déduire un DA de u,, avec 4 termes. Utiliser la
relation fondamentale.

Montrer que la fonction f : x — x+ Inx est bijective.

Utiliser le fait que u, = £~ ' (n)

Noter que Inx = 0 (x) par croissances compa-
X—>—+00

rées.

C’est un résultat du cours, qu'on demande de redé-
montrer. Poser €, = u, —n et montrer que &, = o(n).

Injecter u, = n+ o(n) dans la relation fondamen-
tale, mais pas partout! Il faut I'injecter au bon en-
droit!

Idem

Idem

##¢: (DL d'une fonction implicite) Pour & > 0,
on considere I'équation e ¥ = x d'inconnue x € R ;.

1) Montrer que pour tout € > 0, il existe une unique
solution qu'on notera x(¢&). On dispose donc d’'une
relation “fondamentale” :

x(e) = e Ex(#)
2) Montrer que x(&) < 1. En déduire que lin})x(s) =1.
E—
3) Montrer quex(e) =1—¢€+ o (€).
e—0

4) En déduire le DL, (0) de € — x(¢€)

Utiliser la question précédente et la relation fonda-
mentale.

5) En déduire le DL3(0) de € — x(¢)

Utiliser la question précédente et la relation fonda-
mentale.
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